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О теореме о существовании равновесия в игре  

с вогнуто-выпуклой функцией выигрыша 

 

Аннотация. В центре внимания статьи теория игр. Это раздел математи-

ческих методов моделирования и прогнозирования экономики, связанный с ре-

ализацией формального исследования социальных и экономических ситуаций в 

условиях конфликта (или сотрудничества). Применение теортико-игровых мо-

делей способно описать взаимодействие нескольких участников (людей, групп 

людей, фирм) игрового взаимодействия.  
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уть стратегической игры заключается в зависимости целесообразного 

выбора действий каждого участника от ожиданий того, что сделает другой. 

Стратегические игры особенно ярко проявляются в случаях прямого противо-

стояния двух участников игры. 

Рассмотрим теорему об игре двух лиц. 

С 
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Пусть, в игре двух лиц пространства стратегий 𝑋 и 𝑌 являются выпуклыми, 

замкнутыми и ограничены подмножествами конечномерных пространств 

[1,c.68] 

𝑋 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑌 ⊂ 𝑅𝑚 . И пусть игровые правила 𝐴: 𝑌 ⊸ 𝑋; 𝐵: 𝑋 ⊸ 𝑌 замкнутые 

многозначные отображения с выпуклыми значениями 𝐴(𝑦), 𝐵(𝑥).  

Тогда в данной игре существуют равновесные стратегии, т.е. найдется та-

кая 𝑥∗ ∈ 𝑋, 𝑦∗ ∈ 𝑌  

{
𝑥∗ ∈ 𝐴(𝑦∗)

𝑦∗ ∈ 𝐵(𝑥∗)
 

Теорема «О существовании равновесия в антагонистической игре двух 

лиц». 

Пусть, пространства стратегий 𝑋 и 𝑌 удовлетворяют требованиям теоремы 

«Об игре двух лиц». 

Пусть, игровая функция 𝑓, заданная на 𝑋 ∗ 𝑌 со значениями на множестве 

𝑅 

𝑓: 𝑋 ∗ 𝑌 → 𝑅, удовлетворяет следующим условиям: 

1) 𝑓 непрерывна; 

2) по первому аргументу, т.е. по 𝑋  эта функция выпукла вверх; т.е. 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 выполнено следующее соотношение: 

𝑓((1 − 𝜆)𝑥1 + 𝜆𝑥2, 𝑦) ≥ (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1, 𝑦) + 𝜆𝑓(𝑥2, 𝑦) 

3) по второму аргументу, т.е. по 𝑦 эта функция выпукла вниз, т.е. ∀𝑥 ∈

𝑋, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌, 0 ≤ 𝜇 ≤ 1 выполняется следующее соотношение 

𝑓(𝑥, (1 − 𝜇)𝑦1 + 𝜇𝑦2) ≤ (1 − 𝜇)𝑓(𝑥, 𝑦1) + 𝜇𝑓(𝑥, 𝑦2) 

Тогда при выполнении этих трех условий данная игра имеет равновесные 

стратегии. 

Доказательство теоремы заключается в том, что она сводится к теореме 

«Об игре двух лиц». Поскольку условия, которые накладываются на простран-

ство стратегий 𝑋 и 𝑌, такие же, как и в теореме «Об игре двух лиц», остается 

проверить только, что игровые правила 𝐴(𝑦), 𝐵(𝑥)  удовлетворяют условиям 
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теоремы «Об игре двух лиц», т.е. эти игровые правила являются замкнутыми 

многозначными отображениями с выпуклыми значениями. 

Рассмотрим игровое правило: 𝐵: 𝑋 ⊸ 𝑌  

𝐵(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑌: 𝑓(𝑥, 𝑦) = min 𝑓(𝑥�̃�)} 

Проверим, что это многозначное отображение является замкнутым: 

 𝑥𝑛 → 𝑥0, 𝑦𝑛 ∈ 𝐵(𝑥𝑛), 𝑦𝑛 → 𝑦0 ⇒ 𝑦0 ∈ 𝐵(𝑥0) 

Предположим противное, что условия выполнены, но 𝑦0 ∉ 𝐵(𝑥0). Это зна-

чит, что 𝑦0 не минимизирует значения функции 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

Значит должна найтись такая точка �̅� ∈ 𝑌, в которой 𝑓(𝑥0, �̅�) < 𝑓(𝑥0, 𝑦0), 

𝑓-непрерывная функция, 𝑥𝑛 → 𝑥0, 𝑦𝑛 → 𝑦0. Тогда 𝑓(𝑥𝑛, �̅�) < 𝑓(𝑥0, �̅�). 

Это значит, что найдётся такое число 𝑁1, что для всех 𝑛 ≥ 𝑁1 

|𝑓(𝑥𝑛, �̅�) − 𝑓(𝑥0, �̅�)| < 𝜀 

Все значения 𝑓(𝑥𝑛, �̅�) будут лежать в окрестности 𝜀 𝑓(𝑥0, �̅�) 

𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)  → 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

Найдётся номер 𝑁2, что для всех 𝑛 ≥ 𝑁2 |𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)| <  𝜀  

Все значения попадают в правую окрестность. Таким образом если 𝑛 ≥

𝑁 = 𝑚𝑎𝑥{𝑁1, 𝑁2} , то будут выполнены оба соотношения: 𝑓(𝑥𝑛, �̅�) <

𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) но 𝑦𝑛 ∈ 𝐵(𝑥1) то есть 𝑦𝑛- минимизатор 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦)[3,c.29] 

Получили противоречие. 

Покажем, что каждое множество 𝐴(𝑦) выпукло.  

𝐴(𝑦) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥𝑓(�̃�, 𝑦)} 𝑚𝑎𝑥𝑓(�̃�, 𝑦) = 𝜋(𝑦) 

Возьмём две точки 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴(𝑦)  промежуточная точка из этого отрезка 

(1 − 𝜆)𝑥1 + 𝜆𝑥2 , 0 ≤ 𝜆 ≤ 1. 

𝑓((1 − 𝜆)𝑥1 + 𝜆𝑥2, 𝑦) ≥ (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1, 𝑦) + 𝜆𝑓(𝑥2, 𝑦) == (1 − 𝜆)𝜋(𝑦) + 𝜆𝜋(𝑦)

= 𝜋(𝑦) 

Так как 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴(𝑦) , то они являются максимизаторами. (1 − 𝜆)𝑥1 +

𝜆𝑥2 ∈ 𝐴(𝑦) ⇒ 𝐴(𝑦) выпукло. 
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Таким образом, мы видим, что игровые правила удовлетворяют всем тре-

бованиям теореме «Об игре двух лиц». [2,c.35] 

Ч.т.д. 

Замечание. Очевидно, что условия 2 и 3 выполнены в виде равенств в слу-

чае, если функция 𝑓 линейна по каждому из аргументов. 
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