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МЕТОДЫ ОБУЧЕНИЯ СТУДЕНТОВ ТЕХНИЧЕСКИХ ВУЗОВ 

ИНТЕГРИРОВАНИЮ НЕКОТОРЫХ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ 

 

Аннотация. В статье приведена методика изложения темы «Ин-

тегрирование рациональных дробей, содержащих в знаменателе мно-

гочлен, имеющий отрицательный дискриминант». Рассмотрены кон-

кретные примеры и даны рекомендации по использованию данной ме-

тодики на семинарских занятиях и в процессе самостоятельной работы 

студента. Показано преимущество излагаемого метода подачи мате-

риала. 
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Процесс обучения интегрированию является одним из самых 

важных моментов обучения в техническом вузе, так как на умении ин-

тегрировать базируется дальнейшее изучение математических, физи-

ческих и технических дисциплин. 

При интегрировании рациональных дробей у студентов наиболь-

шие трудности вызывают дроби, в знаменателе которых содержится 

многочлен, имеющий отрицательный дискриминант. Рассмотрим два 
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способа, облегчающие понимание и реализацию идеи интегрирования 

наиболее часто встречающихся интегралов  

 ∫
𝑀𝑥+𝑁

𝑥2+2𝑝𝑥+𝑞
𝑑𝑥 , при условии 𝑝2 − 𝑞 < 0 или 𝑞 − 𝑝2  >

0, назовем его первым интегралом, 

 ∫
𝑀𝑥 + 𝑁

√𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 , при условии 𝑝2 − 𝑞 < 0 или 𝑞 − 𝑝2  

> 0, назовем вторым интегралом.  

Идея интегрирования состоит в том, что исходный интеграл путём 

алгебраических преобразований числителя приводится к сумме двух 

интегралов, которые берутся достаточно легко. 

Для первого интеграла имеем 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 = 𝐴 ∙ ∫

𝑑(𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞)

𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
+ 𝐵 ∙ ∫

𝑑(𝑥 + 𝑝)

(𝑥 + 𝑝)2 + (𝑞 − 𝑝2 )
= 

 

= 𝐴 ∙ 𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| +
𝐵

√𝑞 − 𝑝2
∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞 (

𝑥 + 𝑝

√𝑞 − 𝑝2
) + 𝐶. 

Для второго интеграла имеем 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

√𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 = 𝐴 ∙ ∫

𝑑(𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞)

√𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
+ 𝐵 ∙ ∫

𝑑(𝑥 + 𝑝)

√(𝑥 + 𝑝)2 + (𝑞 − 𝑝2 )
= 

 

= 𝐴 ∙ 2 ∙ √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞 + 𝐵 ∙ 𝑙𝑛 |𝑥 + 𝑝 + √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| + 𝐶. 

Стандартный способ подбора коэффициентов A и B представлен-

ный в [1], вызывает некоторые трудности у студентов. Нами предла-

гаются два способа, позволяющие упростить нахождение этих коэф-

фициентов:  

Первый способ – это подбор коэффициентов по определенному 

алгоритму, не требующему «изобретательности» от студентов и об-

легчающий усвоение материала; 
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Второй способ – это замена в интеграле, приводящая к распаду 

интеграла на два берущихся интеграла. 

Для наглядности рассмотрим следующие примеры интегрирова-

ния первого и второго интегралов: 

 перый интеграл − ∫
3𝑥+5

𝑥2+6𝑥+13
𝑑𝑥 

второй интеграл − ∫
3𝑥 + 5

√𝑥2 + 6𝑥 + 13
𝑑𝑥  

 Первый способ нахождение коэффициентов происходит по за-

данному алгоритму. Приведем этот алгоритм. 

Для первого и второго интегралов суть алгоритма состоит в сле-

дующем: 

1 шаг – приравнять числитель исходной дроби к производной зна-

менателя, умноженной на неизвестный коэффициент A 

2 шаг – прибавить неизвестный коэффициент B.  

Тем самым исходный интеграл, распадается на два интеграла, ко-

торые легко приводятся к табличным. Методом неопределенных ко-

эффициентов находим неизвестные A и B. 

 𝑀𝑥 + 𝑁 = 𝐴 ∙ (𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞)′ + 𝐵 или 

𝑀𝑥 + 𝑁 = 𝐴 ∙ (2𝑥 + 2𝑝) + 𝐵 =>  {
𝑀 = 2 ∙ 𝐴

𝑁 = 𝐴 ∙ 2𝑝 + 𝐵
 => 

 {
𝐴 =

𝑀

2
𝐵 = 𝑁 − 𝐴 ∙ 2𝑝

 =>  {
𝐴 = 𝑀/2

𝐵 = 𝑁 − 𝑀 ∙ 𝑝
 

Рассмотрим наши примеры ∫
3𝑥+5

𝑥2+6𝑥+13
𝑑𝑥  и ∫

3𝑥+5

√𝑥2+6𝑥+13
𝑑𝑥 : 

3𝑥 + 5 = 𝐴 ∙ (𝑥2 + 6𝑥 + 13)′ + 𝐵 или 3𝑥 + 5 = 𝐴 ∙ (2𝑥 + 6) + 𝐵  

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, найдем 

𝐴 =
3

2
 и 𝐵 = −4, и можем брать интегралы: 

 для первого интеграла имеем 

∫
3x + 5

x2 + 6x + 13
dx =

3

2
∙ ∫

d(x2 + 6x + 13)

x2 + 6x + 13
− 4 ∙ ∫

d(𝑥 + 3)

(x2 + 6x + 9) + 4
= 
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=
3

2
∙ ln|x2 + 6x + 13| +

4

2
∙ arctq (

x + 3

2
) + C, 

для второго интеграла имеем 

∫
(3x + 5)𝑑𝑥

√x2 + 6x + 13
= =

3

2
∫

d(x2 + 6x + 13)

√x2 + 6x + 13
− 4 ∫

d(𝑥 + 3)

√(𝑥 + 3)2 + 4
= 

 

=
3

2
√x2 + 6x + 13 +

4

2
ln |𝑥 + 3 + √(𝑥 + 3)2 + 4| + C 

Второй способ решения – это способ вычисления интеграла с по-

мощью замены, которая получается, если в знаменателе подынте-

гральной функции выделить полный квадрат. Замена приводит к рас-

паду интеграла на два берущихся интеграла, константы при которых 

совпадают с коэффициентами при интегрировании первым способом. 

Исходные интегралы примут вид 

первый интеграл  

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥  =  |

𝑡 = 𝑥 + 𝑝
𝑥 = 𝑡 − 𝑝
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

|  = ∫
𝑀(𝑡 − 𝑝) + 𝑁

(𝑡 − 𝑝)2 + 2𝑝(𝑡 − 𝑝) + 𝑞
𝑑𝑡 = 

= ∫
𝑀𝑡 ∙ 𝑑𝑡

𝑡2 + (𝑞 −  𝑝2 )
+ ∫

𝑁 − 𝑀𝑝

𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
𝑑𝑡 = 

=
𝑀

2
∙ ∫

2𝑡𝑑𝑡

𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
+ (𝑁 − 𝑀𝑝) ∙ ∫

𝑑𝑡

𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
= 

=
𝑀

2
∙ 𝑙𝑛|𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )| +

(𝑁 − 𝑀𝑝)

√𝑞 −  𝑝2
∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞 (

𝑡

√𝑞 −  𝑝2
) + 𝐶 = 

=
𝑀

2
∙ 𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| +

(𝑁 − 𝑀𝑝)

√𝑞 −  𝑝2
∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞 (

𝑥 + 𝑝

√𝑞 −  𝑝2
) + 𝐶 

второй интеграл 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

√𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 = |

𝑡 = 𝑥 + 𝑝
𝑥 = 𝑡 − 𝑝
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

| = ∫
𝑀(𝑡 − 𝑝) + 𝑁

√(𝑡 − 𝑝)2 + 2𝑝(𝑡 − 𝑝) + 𝑞
𝑑𝑡 = 

= ∫
𝑀𝑡 ∙ 𝑑𝑡

√𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
+ ∫

𝑁 − 𝑀𝑝

√𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
𝑑𝑡 = 

=
𝑀

2
∙ ∫

2𝑡𝑑𝑡

√𝑡2 + (𝑞 −  𝑝2 )
+ (𝑁 − 𝑀𝑝) ∙ ∫

𝑑𝑡

√𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
= 

= 𝑀 ∙ √𝑡2 + (𝑞 −  𝑝2 ) + (𝑁 − 𝑀𝑝) ∙ 𝑙𝑛 |𝑡 + √𝑡2 + (𝑞 −  𝑝2 )| + 𝐶 = 
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= 𝑀 ∙ √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞 + (𝑁 − 𝑀𝑝) ∙ 𝑙𝑛 |𝑥 + 𝑝 + √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| + 𝐶 

Вернемся к примеру:  

Выделяем в знаменателе дроби полный квадрат 𝑥2 + 6𝑥 + 13 =

(𝑥 + 3)2 + 4. 

Очевидно, что за новую переменную необходимо взять t = x + 3 , откуда 

x = t - 3 и dx = dt . 

Для первого интеграла: 

∫
3𝑥 + 5

𝑥2 + 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 = ∫

3(𝑡 − 3) + 5

𝑡2 + 4
𝑑𝑡 = ∫

3𝑡 − 4

𝑡2 + 4
𝑑𝑡 = 3 ∫

𝑡

𝑡2 + 4
𝑑𝑡 − 4 ∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 4
= 

=
3

2
∙ 𝑙𝑛|𝑡2 + 4| −

4

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞

𝑡

2
+ 𝐶 =

3

2
∙ 𝑙𝑛|𝑥2 + 6𝑥 + 13| +

4

2
∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞

𝑥 + 3

2
+ 𝐶. 

Для второго интеграла: 

∫
3𝑥 + 5

√𝑥2 + 6𝑥 + 13
𝑑𝑥 = ∫

3(𝑡 − 3) + 5

√𝑡2 + 4
𝑑𝑡 = ∫

3𝑡 − 4

√𝑡2 + 4
𝑑𝑡 = 3 ∫

𝑡

√𝑡2 + 4
𝑑𝑡 − 4 ∫

𝑑𝑡

√𝑡2 + 4
= 

=
3

2
∙ 2√𝑡2 + 4 −

4

2
∙ 𝑙𝑛 |𝑡 + √𝑡2 + 4| + 𝐶 = 

= 3 ∙ √𝑥2 + 6𝑥 + 13 −
4

2
∙ 𝑙𝑛 |𝑥 + 3 + √𝑥2 + 6𝑥 + 13| + +𝐶 

Приведенные способы преобразования интегралов студенты 

осваивают быстрее и легче. Для упорядочения данного материала ни-

же представлена таблица, которая помогает свести все методы вме-

сте.  

Таблица 1. интегрирование рациональных дробей, знаменатель ко-

торых содержит многочлен, имеющий отрицательный дискриминант 

 

Вид интеграла (ис-

ходный) 

 

 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 

 

 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

√𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥 

 

первый способ: 

подбор коэффициен-

тов 𝐴 и 𝐵 по опреде-

ленному алгоритму 

 

𝑀𝑥 + 𝑁 = 𝐴 ∙ (𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞)′ + 𝐵  

 

𝐴 = 𝑀/2
𝐵 = 𝑁 − 𝑀 ∙ 𝑝
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Сумма интегралов, к 

которым сводится ис-

ходный 

 

𝐴 ∙ ∫
𝑑(𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞)

𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
+ 

+𝐵 ∙ ∫
𝑑(𝑥 + 𝑝)

(𝑥 + 𝑝)2 + (𝑞 − 𝑝2 )
 

 

 

𝐴 ∙ ∫
𝑑(𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞)

√𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞
+ 

+𝐵 ∙ ∫
𝑑(𝑥 + 𝑝)

√(𝑥 + 𝑝)2 + (𝑞 − 𝑝2 )
 

 

Окончательный ре-

зультат 

 

𝐴 ∙ 𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| + 

+
𝐵

√𝑞 −  𝑝2

∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞 (
𝑥 + 𝑝

√𝑞 −  𝑝2
) + 𝐶 

 

 

𝐴 ∙ 2 ∙ √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞 + 

+𝐵 ∙ 𝑙𝑛 |𝑥 + 𝑝 + √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞|

+ 𝐶 

 

второй способ: ис-

пользование замены 

 

𝑡 = 𝑥 + 𝑝
𝑥 = 𝑡 − 𝑝
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

 

 

 

Сумма интегра-

лов, к которым сво-

дится исходный 

 

𝑀

2
∙ ∫

2𝑡𝑑𝑡

𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
+ 

+(𝑁 − 𝑀𝑝) ∙ ∫
𝑑𝑡

𝑡2 + (𝑞 −  𝑝2 )
 

 

 

𝑀

2
∙ ∫

2𝑡𝑑𝑡

√𝑡2 + (𝑞 −  𝑝2 )
+ 

+(𝑁 − 𝑀𝑝) ∙ ∫
𝑑𝑡

√𝑡2 + (𝑞 − 𝑝2 )
 

 

Окончательный 

результат 

 

𝑀

2
∙ 𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| + 

+
(𝑁 − 𝑀𝑝)

√𝑞 −  𝑝2

∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑞 (
𝑥 + 𝑝

√𝑞 −  𝑝2
) + 𝐶 

 

 

𝑀

2
∙ √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞 + С + 

+(𝑁 − 𝑀𝑝)𝑙𝑛 |𝑥 + 𝑝

+ √𝑥2 + 2𝑝𝑥 + 𝑞| 

 

Все три способа, включая «стандартный», равнозначны, но можно 

сказать, что только первый способ отражает суть процесса интегриро-
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вания и понимания того, что в результате интегрирования мы получа-

ем:  

1. Для первого интеграла сумму функций логарифма и арктангенса 

с точностью до константы, 

2. Для второго интеграла сумму функций корня и логарифма с 

точностью до константы.  

Третий способ предполагает больше «механического» запомина-

ния, чем смыслового, и позволяет не задумываясь получить сумму бе-

рущихся интегралов.  

Многообразие способов, используемых в процессе обучения, поз-

воляет повысить эффективность овладения приемами конкретных 

техник интегрирования, что значительно способствует повышению 

уровня математической культуры учащихся. 
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